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&k Introduction

Dans ce TP on présente une méthode (ou paradigme) de résolution de probleme d’optimisation, qui per-
met de construire efficacement une solution qui a défaut d'étre exacte peut constituer une solution ap-
prochée acceptable. Les algorithmes congus selon ce paradigme sont dits gloutons. A chaque itération, on
effectue un choix localement optimal en espérant construire une solution globalement optimale et ce choix
Sappuie en général sur un tri des données selon un critére bien choisi.

Sources :

e Document ressource sur les algorithmes gloutons pour le programme de spécialité NSI :

https: //eduscol. education. fr/document/ 30067/ download.

* Introduction aux algorithmes gloutons, ressource Unisciel.

* TP de Stéphane Chenevois.

/" Méthode

Récupérer le squelette de code tp_gloutons.py dans 'archive https://frederic-junier.gitlab.
io/parc-nsi/chapitre24/materiel.zip.

Editer tp_gloutons . py avec son environnement de développement personnel préféré, et saisir ses codes
directement dans ce fichier.

On séparera les codes de chaque exercice dans des cellules qui peuvent étre exécutées de facon indé-
pendante.

e Dans Spyder, on introduit une cellule avec la séquence de caracteres #7,%.

e Dans Pyzo, on introduit une cellule avec la séquence de caracteéres ##.

1 Paradigme glouton

Point de cours 1 Paradigme glouton

’ Probleme d’optimisation ‘

Un probleme d'optimisation consiste a déterminer le minimum ou le maximum d’une fonction objectif
définie sur le probléme. Quelques exemples :

1= Ondispose d'unréseauroutier et on recherche la distance minimale en kilometres entre deux noeuds
A et B duréseau;

1= On dispose d'un systeme monétaire avec des pieces de 1, 2, 5, 10, 20, 50, 100 unités monétaires et

on veut déterminer pour une somme quelconque le nombre minimal de pieces qui permettent de
constituer cette somme;
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1= On dispose d'une ressource (voiture de location, salle de réunion) et d'une liste de demandes de ré-
servation (avec dates de début et de fin) et on veut sélectionner les demandes permettant de satisfaire
un maximum de demandes;

1 On dispose d'un sac a dos d’'une capacité maximale en volume et d'une liste d’objets (non fraction-
nables) de valeur et de volume donnés et on veut déterminer la sélection d’objets permettant d’op-
timiser la valeur globale du sac tout en respectant la contrainte de capacité.

§’il s’agit de problemes d’optimisation combinatoire comme les exemples précédents, il est possible de
déterminer une solution exacte par une méthode d’énumération exhaustive, dite de force brute. Néan-
moins, on se heurte rapidement a l'explosion combinatoire avec une croissance exponentielle du nombre
de solutions possibles en fonction de la taille du probleme. Des méthodes comme la programmation dy-
namique permettent d’organiser plus efficacement la recherche de solution exacte mais le cotit peut rester
important.

Paradigme glouton

Pour certains problémes d’optimisation, un algorithme glouton permet de construire plus efficacement
une solution exacte ou du moins d’avoir une solution approchée acceptable, on parle alors d’heuristique
gloutonne.

Le paradigme glouton construit une solution au probléeme d’optimisation avec une approche descen-
dante, réduisant progressivement le probléme initial par une succession de meilleurs choix locaux :

1= Choix glouton : On choisit le meilleur candidat parmi ceux restant en appliquant toujours le méme
criteére.

1= Sous-structure optimale : On est ramené a la résolution du probléme d’optimisation sur un unique
sous-probleme plus petit et on ne remet jamais en cause les choix précédents.

Algorithme glouton générique

s ~
def glouton(ensemble_candidats):

Prend en paramétre un ensemble de candidats
Renvoie une solution gloutonne au probléme ou None

S ensemble vide
€ ensemble candidats
while not est_solution(s) and c != ensemble vide:
x = meilleur choix_local(c)
c = enlever_element(c, x)
if realisable(s, x):
s = ajout_element(s, x)
if est_solution(s):
return s
else:
return None
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’ Efficacité et limites du paradigme glouton ‘

Le paradigme glouton est efficace car il progresse directement vers une solution sans jamais revenir en
arriere.

& Néanmoins, pour que la solution construite soit exacte il faut que les choix successifs d’optimums
locaux conduisent a la réalisation d’un optimum global!

Ce n’est pas forcément vrai comme le prouve cet exemple ot le choix glouton du plus proche voisin a partir
du noeud A ne conduit pas au plus court chemin de A vers C :

D

& Pour s’assurer qu’un algorithme glouton fournit une solution exacte, il faut faire I'effort d'une démons-
tration. C’est possible si le probleme d’optimisation vérifie une certaine structure, par exemple pour le
probleme de planification de ressource, voir ressource Unisciel.

2 Probleme du rendu de monnaie

2.1 Présentation du probleme

Un achat dit en espéces se traduit par un échange de piéces et de billets. Pour simplifier, considérons que les
pieces désignent indifféremment les véritables piéces ou les billets. Supposons qu'un achat induise un rendu
de monnaie 49 euros. Quelles pieces peuvent étre rendues? La réponse n’est pas unique :

* Quatre pieces de 10 euros, 1 piece de 5 euros et deux pieces de 2 euros conviennent.
* Mais quarante-neuf pieces de 1 euros conviennent également!

Sila question est de rendre la monnaie avec un minimum de piéces, la réponse reste simple : c’est la premiere
solution proposée. Toutefois, comment parvient-on a un tel résultat? Quels choix ont été faits qui optimisent
le nombre de piéces rendus?

?

< Leprobleme est de rendre la monnaie en un minimum de piéces.

La solution dépend évidemment du systeme de monnaie utilisé.

Considérons le systeme monétaire européen simplifié ou les pieces prennent les valeurs 500, 200, 100, 50, 20,
10, 5, 2, 1 euros. Rendre 49 euros avec un minimum de piéces est un probleme d’optimisation. En pratique,
sans s’en rendre compte généralement, tout individu met en ceuvre un algorithme glouton. 11 choisit d’abord
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la plus grandeur valeur de monnaie, parmi 1, 2, 5, 10, contenue dans 49 euros. En I'occurrence, quatre fois un
piece de 10 euros. La somme de 9 euros restant a rendre, il choisit une piece de 5 euros, puis deux pieces de 2

euros.
Mais cette stratégie gagnante pour la somme de 49 euros I'est-elle pour n'importe quelle somme a rendre ?

2.2 Application du paradigme glouton

g Exercice 1

1. On considere le systeme monétaire européen systeme = [1, 2, 5, 10, 20, 50, 100, 200,
500].

Quelle est la solution gloutonne pour un rendu de monnaie de 34 euros? de 47 euros?

2. On consideére le systeme monétaire systeme = [1, 3, 6, 12, 24, 30].

Quelle est la solution gloutonne pour un rendu de monnaie de 49 euros? Est-elle optimale ?

Un systeme monétaire pour lequel l'algorithme de rendu de monnaie glouton donne toujours un nombre
minimal de pieces est dit canonique. 1l existe des algorithmes permettant de déterminer si un systeme
monétaire est canonique.

/-‘ Méthode Algorithme glouton de rendu de monnaie
Appliquons le paradigme glouton au probleme du rendu de monnaie avec les éléments suivants :

* Les candidats potentiels a la solution : ensemble fini de pieces de monnaie disponibles dans le
systeme monétaire.

e Une solution : le total de 'ensemble de pieces choisies correspond au montant a rendre.

e Une solution est réalisable si le total de I'’ensemble de piéces choisies ne dépasse pas le montant a
rendre.

* Le meilleur choix local est la plus grande piece qui reste dans I’ensemble des candidats.
* Fonction objectif : minimiser le nombre de pieces utilisées dans la solution.
On donne une traduction possible de I'algorithme générique.

& On consideére que le nombre de pieces disponibles pour une valeur donnée est infini et qu'on peut choisir
plusieurs pieces de méme valeur. Par exemple45=20+20+2+2+ 1.
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def rendu monnaie_glouton(systeme monetaire, reste):

Prend en paramétre un systeme_monetaire et un reste a rendre
Renvoie une solution gloutonne au probléme du rendu de monnaie ou None

s =[]
c = systeme_monetaire
while reste != 0 and ¢ != []:

x = plus_grande_piece(c)
if x <= reste:
s = s + [x]
reste = reste - x
else:
c = enlever_element(c, x)
if reste == 0:
return s
else:
return []

fg Exercice 2

Ouvrir le squelette de code fourni dans tp_gloutons. py.

1. Compléter la fonction copie_tab(t) pour qu’elle renvoie une copie superficielle d'un tableau
d’entiers t passé en parametre.

2. Compléter la fonction rendu_monnaie_gloutonl(systeme monetaire, reste) en traduisant
directement la description fournie dans le point de méthode précédent.

& Précondition : le tableau systeme_monetaire est trié dans l'ordre croissant.

Tester avec le jeu de tests unitaires test_rendu_monnaie_glouton(rendu_monnaie_gloutonl).

spécification ...
#
s
C
while reste != 0 and ¢ != []:

Qr

(]

»
I

# & compléter
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def rendu_monnaie_gloutonl(systeme_monetaire, reste):

compléter en traduisant directement 1’algo générique
copie_tab(systeme_monetaire) # copie superficielle

c[len(c)-1] # plus grande piéce restante

~

https://frederic-junier.gitlab.io/


https://frederic-junier.gitlab.io/

n

i TP algorithmes gloutons PremNSI

if reste ==
return s
else:
return []

3. Ecrire une nouvelle version rendu_monnaie_glouton2(systeme monetaire, reste) oiila liste
des pieces disponibles dans la systeme monétaire n’est pas modifiée mais parcourue avec un in-
dice.

3 Probleme de planification de ressource

3.1 Présentation du probleme

Des conférenciers sont invités a présenter leurs exposés dans une salle. Mais leurs disponibilités ne leur per-
mettent d’'intervenir qu’a des horaires bien définis.

? Le probleme est de construire un planning d’occupation de la salle avec le plus grand nombre
de conférenciers.

Désignons par n, entier naturel non nul, le nombre de conférenciers. Chacun d’eux, identifié par une lettre
¢;, ol i est un entier entre 0 et n — 1, est associé a une demande sous forme d’intervalle [di; ﬁ[ ou d; et f;
désignent respectivement I’heure de début et '’heure de fin de 'intervention.

& On considere toujours des intervalles semi-ouverts a droite.

3.2 Ftude de quelques situations

44 Exercice 3 Etude de cas

1. On considere un ensemble de n demandes. Une recherche exhaustive de solution optimale pour-
rait consister a examiner toutes les parties a k éléments de cet ensemble avec k variant de 0 a n

et pour chaque partie déterminer si les demandes qu’elle contient sont toutes deux a deux com-
. . . (k-1 . . . nn-1)_,_
patibles ce qui représente ——— comparaisons. Au total cela représente environ ————2"72

comparaisons de couples de demandes.

Une recherche exhaustive de ce type est-elle raisonnable avec une machine réalisant 10® compa-
raisons de couples de demandes par seconde?

Pour éviter l'explosion combinatoire, on recherche un algorithme glouton de résolution du pro-
bleme. Le premier point est d’examiner les demandes dans un certain ordre (donc une liste plutot
qu'un ensemble de demandes), ensuite il reste a déterminer un bon critére de choix glouton.

2. | Situation 1 | Quatre conférenciers formulent les demandes suivantes :

c - [3;4] c:[0;1] c3:[2;3] ¢y [1;2]
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Demandes de réservation
F—————————— -
r———————— -+
———————— -
0.0 D5 10 15 20 25 30 35 40
Temps

Une stratégie particuliere est-elle nécessaire pour optimiser le planning de la salle?

3. Quatre conférenciers formulent les demandes suivantes :
c:(2;3] c:[0;1] c3:[1;4] cy:10,5;2]

Demandes de réservation

L i nita it nia it ntatatal -
it ettt ettt wha s -2
L i ettt ettt nt i -
0.0 D5 10 15 20 25 30 35 40
Temps

Deux demandes sont dites incompatibles si les intervalles correspondants ne sont pas disjoints.

a. Proposer un planning avec deux conférences. Peut-on proposer un planning avec trois confé-
rences?
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b. Pour rechercher un planning optimal en nombre de conférences on peut mettre en place plu-
sieurs algorithmes gloutons :

* Algorithme 1 : on examine les demandes dans I'ordre ou elles se présentent et on sélec-
tionne une demande si elle est compatible avec toutes celles précédemment sélection-
nées.

* Algorithme 2: on examine les demandes dans I'ordre ou elles se présentent et on sélec-
tionne une demande si elle peut commencer apres la derniere sélectionnée.

* Algorithme 3 : on trie les demandes par ordre croissant des heures de début, puis on exa-
mine les demandes dans cet ordre et on sélectionne une demande si elle peut commen-
cer apres la derniére sélectionnée.

» Algorithme 4 : on trie les demandes par ordre croissant des heures de fin, puis on examine
les demandes dans cet ordre et on sélectionne une demande si elle peut commencer
apres la derniere sélectionnée.

Comparer les plannings obtenus avec les algorithmes 1, 2, 3 et 4 pour la situation 2.

4. | Situation 3 | Trois conférenciers formulent les demandes suivantes :

¢ :[0;3] c:[1;2] c3:[2;3]

Demandes de réservation

r——————— e ——— -
L it it n i et it n ittt -
0.0 05 10 15 20 25 30

Emps
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5. Combien de comparaisons de compatibilité entre deux demandes doit-on effectuer pour une liste
de demandes de longueur 7 avec les algorithmes 1, 2, 3 ou4?

3.3 Implémentation d’algorithme glouton

/" Méthode Tri avec une fonction clef de tri

1 Pour trier un tableau de demandes comme [[1,2], [0,3], [2,3]] dans l'ordre croissant des
heures de début 0 < 1 < 2 il suffit d’appliquer la fonction sorted qui renvoie un nouveau tableau
dont les éléments sont triés par ordre lexicographique croissant : s’il s’agit de tableaux on compare
les premieres composantes puis les secondes ...

>>> sorted([[1,2], [0,3], [2,311)
(fo,31, [1,2], [2,3]]

1= Pour trier le méme tableau dans I'ordre croissant des heures de fin on change la fonction de com-
paraison par défaut avec le parametre key de la fonction sorted. On définit d’abord une fonction
clef de tri, ici par exemple il suffit d'inverser 'ordre d’examen des composantes par I'ordre
lexicographique.

>>> def clef tri_fin(demande):

return [demande[1], demande[0]]
>>> sorted([[1,2], [0,3], [2,3]], key=clef tri_fin)
([1,2]1, [0,3], [2,3]]
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g Exercice 4

1.

Compléter la fonction compatible (demandel, demande2) qui détermine si deux demandes sont
compatibles.

Implémenter I'algorithme 1 décrit dans I’exercice 3 par la fonction

planning glouton(liste_demande).

Implémenter I'algorithme 2 décrit dans I’exercice 3 par la fonction

planning glouton_dernier_ choix(liste_demande).

Sans écrire de nouvelle fonction, comment peut-on appliquer a 1iste_demande l'algorithme 3 o1
I'on trie d’abord les demandes par heure de début croissante?

. Sans écrire de nouvelle fonction, comment peut-on appliquer a 1iste_demande 'algorithme 4 ou

I'on trie d’abord les demandes par heure de fin croissante ?

Commenter les instructions de la boucle for de la fonction comparaison_choix fournie dans
tpll.py puis exécuter :

comparaison_choix (100, 0, 100, 50)

On obtient un graphique représentant les nombres de demandes satisfaites par différents algo-
rithmes gloutons sur des échantillons aléatoires de 50 demandes qui portent sur la réservation
d’'une salle disponible sur la plage [0; 100].

Quel algorithme semble le plus performant? On peut méme démontrer qu’il est optimal, voir res-
source Unisciel.

Comparaison d'heuristiques : binf = 0 | bsup = 100 | demandes = 50

g - & —m— 5ans tri
#— sans tri demier choix

g i —j—tri début croissant

I —w— tri fin croissante
| ! l
) I‘\

1.

f@l'l !h
| 1A F \ |
N ]1 |
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4 Probleme dusac ados

4.1 Présentation du probleme

On dispose d’'un sac pouvant supporter une masse maximale donnée et de divers objets ayant chacun une
valeur et une masse.

?

¢ Le probleme est de choisir les objets a emporter dans le sac afin d’obtenir la valeur totale la
plus grande tout en respectant la contrainte de masse maximale. C’est un probleme d’optimisa-
tion avec contrainte.

Ce probleme peut se résoudre par force brute, c’est-a-dire en testant tous les cas possibles. Mais ce type de

résolution présente un probleme d’efficacité. Son cofit en fonction du nombre d’objets disponibles croit de

manieére exponentielle.

Nous pouvons envisager une stratégie gloutonne. Le principe d'un algorithme glouton est de faire le meilleur

choix pour prendre le premier objet, puis le meilleur choix pour prendre le deuxiéme, et ainsi de suite. Que

faut-il entendre par meilleur choix? Est-ce prendre I'objet qui a la plus grande valeur, I’objet qui a la plus petite

masse, l'objet qui a le rapport valeur/poids le plus grand ? Cela reste a définir.

On va considérer deux sacs a dos de capacités maximales respectives de 20 et 40 kg et pour chacun une table

d’objets possibles qui sont fournis avec leur masse et leur valeur dans les fichiers au format CSV :
sacl.csvetsac2.csv

Sac a dos n°1, masse maximale autorisée : 20 kg
] Objets \ Valeur \ Masse \

1 2 10
2 4 14
3 4 7
4 5 3

Sac a dos n°2, masse maximale autorisée : 40 kg

| Objets | Valeur | Masse |

1 2 10
2 4 11
3 8 7
4 5 5
5 8 6
6 10 15
7 11 8

4.2 Représentation des données

g Exercice 5

Lafonction csv_vers_table(chemin) fournie dans tp_gloutons.py permet d’extraire dans un tableau
de dictionnaires les données stockées dans un fichier CSV comme sacl.csvousac2.csv.

import csv # import du module

def csv_vers_table(chemin):
f = open(chemin, mode=’r’, encoding=’utf8’, newline=’’)
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# création d’un objet reader

reader = csv.DictReader(f, delimiter=’,’)

table = [dict(enregistrement) for enregistrement in reader]
f.close()

return table
. )

Exemple :

>>> sacl = csv_vers_table(’sacl.csv’)
[{’objet’: ’1’, ’valeur’: ’2’, ’masse’: ’10’},
{’objet’: ’2’, ’valeur’: ’4’, ’masse’: ’14 ’},
{’objet’: ’3’, ’valeur’: ’4’, ’masse’: ’7’},
{’objet’: ’4’, ’valeur’: ’5’, ’masse’: ’3’}]

1. Quelle expression permet d’accéder a la valeur de I'objet 2? Comment la convertir en flottant?

4.3 Force brute

/’ Méthode Liste des parties d’'un ensemble

Une méthode simple de résolution du probleme du sac a dos consiste a énumérer ’ensemble de toutes les
configurations possibles (compatibles avec la contrainte de masse maximale) et a déterminer la valeur
maximale du sac sur cet ensemble.

Malheureusement, l'explosion combinatoire limite cette solution par force brute a un nombre n d’objets
réduit car il existe 2" parties distinctes d’'un ensemble a n éléments. Le nombre de parties croit donc de
facon exponentielle par rapport au nombre 7 d’objets.

Chaque partie d'un ensemble a n éléments est caractérisée par une fonction qui a chaque élément as-
socie 1 (I'élément appartient) ou 0 (I'élément n’appartient pas). Il est donc possible de représenter la
liste des parties d'un ensemble a n éléments par les représentations binaires sur n bits des entiers entre

0=0...0" (ensemble vide) et 2" —1=1...1".
Par exemple la liste des parties d’'un ensemble 2 3 éléments est représentée par un tableau de 2° tableaux
de 3 bits :

>>> liste_parties(3)
(fo, o, o, [0, o, 11, [0, 1, 0],[0, 1, 11,
(1, o, o], [1, 0o, 11,[1, 1, 01, [1, 1, 1]]
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4 Exercice 6

1. Compléterla fonction incrementation_binaire(tableau_bits) fournie danstp_gloutons.py
qui prend en parametre un tableau de bits représentant le codage binaire d'un entier et renvoie le
tableau de bits de son successeur (on suppose qu’on peut le représenter sur le méme nombre de
bits).

Exemples extraits du jeu de tests unitaires :

>>> incrementation binaire([0, 0])

[0, 1]

>>> incrementation binaire([0, 1])

[1, 0]

>>> incrementation binaire([0, 1, 1])
[1, 0, O]

2. Compléter la fonction 1iste_parties(n) pour qu’elle renvoie la liste des parties d'un ensemble a
n éléments représentées comme dans le point méthode précédent.

3. Compléter la fonction somme_tab(t) pour qu’elle renvoie la somme des éléments du tableau de
nombres t passé en parametre.

4. Compléter la fonction sac_force_brute(table, masse_max) pour respecter la spécification et
le jeu de tests unitaires fournis.

>>> sacl = csv_vers_table(’sacl.csv’)

>>> sac_force_brute(sacl, 20)

(11.0, [{’objet’: ’1’, ’valeur’: ’2’, ’masse’: ’10°},
{’objet’: ’3’, ’valeur’: ’4’, ’masse’: ’7’},
{’objet’: ’4’, ’valeur’: ’5’, ’masse’: ’3’}])

4.4 Stratégie gloutonne

4 Exercice 7

1. Dans tp_gloutons.py, compléter la fonction sac_glouton(table, masse_max) de méme spé-
cification que sac_force_brute(table, masse_max).
La sélection des objets doit se faire par choix glouton : on parcourt le tableau de dictionnaires
table de son premier élément d'index 0 a son dernier et on sélectionne le premier objet disponible
sila contrainte de masse totale du sac peut étre respectée.

2. On fournit trois fonctions clefs de tri :

def clef_tri_masse_croissant(objet):
return float(objet[’masse’])

def clef tri valeur decroissant(objet):
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return -float(objet[’valeur’])

def clef_tri_ratio_decroissant(objet):
return -float(objet[’valeur’]) / float(objet[’masse’])

Pour chacune des stratégies gloutonnes ci-dessous, quelle expression permet d’appliquer un algo-
rithme glouton de résolution du probleme du sac a dos ?

a. Stratégie 1: on parcourt la table des objets par ordre croissant de masse;

Evaluer ces expressions pour les deux sac et compléter le jeu de tests unitaires de test_sac_glouton().

3. Comparer les résultats obtenus pour chaque choix avec ceux obtenus a l'aide de la stratégie de la
force brute.

Conclure.
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